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Rettevejledning

Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved
Vz2€C:P(z) =2 +423 + 722 + 62+ 2.

Desuden betragter vi differentialligningerne
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(1) Vis, at

Vze€C:P(z)= (2 +2z+1)(2* +22+2),

og bestem derneest alle rodderne i polynomiet P.

Lgsning. At
Vz2eC:P(2)=2"4+42 4722 +62+2= (2 +22+1)(2* + 22 + 2)
fas ved direkte udregning.

Rodderne i polynomiet P er rgdderne i de to andengradspolynomier
Ai(z) = 22+ 22+ 1 og As(z) = 2% + 22 + 2. Vi finder sa, at A; har
dobbeltroden —1, og at As har redderne —1 — i og —1 + 1.

(2) Bestem maengden af de r > 0, sa alle rgdderne i polynomiet P ligger i
maengden

K(r)y={z€C||z| <r}.

Lgsning. Viser, at | — 1| =1, 0g at| —1 —i| = | — 1 +i| = v/2, sa den
sogte maengde er [v/2, oo,



(3) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x), og godtgor,
at (%) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Vi finder, at den fuldsteendige lgsning til (x) er
x=cie” 4+ cote " + cze " cos(t) + cue " sin(t),

hvor ¢, ¢, c3,¢4 € R.

Det er nu klart, at differentialligningen (%) er globalt asymptotisk sta-
bil.

(4) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi skal finde et andengradspolynomium
Q=Q@t) =At* + Bt +C,

som er lgsning til differentialligningen (xx).

Vi ser, at Q'(t) = 2At + B,Q"(t) = 24, og at Q" (t) = Q""(t) = 0.
Indsaettes dette 1 (xx), far vi, at

2A4¢% + (12A + 2B)t + (14A + 6B + 2C) = 4t* + 26t + 32,

saA=2,B=10g(C=—1.

Den fuldstendige lgsning til differentialligningen (xx) er derfor givet
ved

x=cre' + cote™ 4+ cze T cos(t) + cue sin(t) + 267+t — 1,

hvor ¢, ¢, c3,¢4 € R.

(5) Lad a € R. Bestem de a € R, sa differentialligningen
d'x  dPx APz dx
gt S 46 2w =0
at T taE T T T

er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Routh-Hurwitz’ matrix svarende til denne differentialligning
er
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De til denne matrix hgrende ledende hovedunderdeterminanter er
Dy =4>0,Dy=4a—6>0,D3 =24a — 36 — 32 = 24a — 68 > 0,

og
Dy = (—1)*.2.(24a — 68) = 2 - (24a — 68) = 2D > 0,

hvor vi har fundet D, ved udvikling efter fjerde sgjle i Ay.
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Den givne differentialligning er saledes globalt asymptotisk stabil, hvis
og kun hvis a > %7.

. 3 68
Vi finder nu, at a > 3, og at a > 5 =

Opgave 2. Vi betragter 3 x 3 matricen

01
A=110
0 2

O = O

og vektordifferentialligningen

dz = Az.

) Z -

(1) Bestem egenvaerdierne og de tilhgrende egenrum for matricen A.

Lgsning. Det karakteristiske polynomium P, for matricen A er givet
ved

VtcR:Py(t)=det(A—tE)=| 1 —t 4 |=—t{t*-9),

hvoraf man straks finder, at A har egenveerdierne 0, —3 og 3.

De tilhgrende egenrum er

V(0) =N(A) = span{ 0 },



0g

V(3)=N(A-3FE)= span{

——

Bestem den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (§).

Lgsning. Pa baggrund af ovenstaende resultat finder vi, at den fuld-
steendige lgsning til vektordifferentialligningen (§) er givet ved

—4 L

Z=C 0 + eyt —% + c3e
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3t

= N[N [ =

hvor ¢q, ¢, c3 € R.

Bestem resolventen P(t,0) (svarende til punktet ¢y = 0) for vektordif-
ferentialligningen (§).

Lgsning. Vi reducerer 3 x 6 matricen

-4 4 £ 100
0 -2 2010
1 1 1 001
til echelonmatrix, og vi finder, at
2 1
1 00 =5 O1 g
0L 0y ey
Heraf far vi sa, idet P(t,0) = (pl(t) pa(t) pg(t)>, at
—4 1 1
2 2 1 2
P11 = —§ 0 =+ *6_316 —% + §€3t % s
1 1 1
at
1 1
1 2 1 2
p2__5673t 3 +§€3t 5
1 1
og at
—4 4 % 4 %
1
P3s = § 0 + §€73t —% + §€3t %
1 1 1



(4)

Idet
P(t,0) = (P1(t) pa(t) P3(t))a

skal man bestemme lgsningerne p; (t)+2ps(t) og p1(t)+2ps(t)+3p2(t).
Lgsning. Pa basis af ovenstaende resultater far vi, at

1
2

pi(t) +2ps(t) = e —% + et

= DO | =

—_

og at

p1(t) + 2ps(t) + 3pa(t) = 2%

[l I A

Opgave 3. Vi betragter vektorfunktionen f : R? — R? givet ved

(1)

V(z,y) € R*: f(z,y) = (2 + y° — zy,x + 2¢°).

Bestem Jacobimatricen (funktionalmatricen) Df(z,y) for vektorfunk-
tionen f i et vilkarligt punkt (z,y) € R2.

Lgsning. Vi ser, at

2r — 2y —x

Vis, at Jacobimatricen Df(1, 1) er regulaer, og bestem den inverse ma-
—1
trix (DF(1,1)) .

Lgsning. Idet

Df(l,l)z(} é)

ser vi, at denne matrix har determinanten 5, og derfor er den regulaer.
Vi finder dernaest, at

(DE(1, 1)) = ( _g 3 )



(3) Lgs vektorligningen

<Z>_f(1’1)+pf(1,1><§j>

med hensyn til

Lgsning. Vi ser, at

og herefter finder vi, at

(Z):f(1,1)+Df(1,1)<z:i>

er ensbetydende med, at

sa

(4) Vi betragter meengden
K={(z,y) e R?| -1 <2 <1707 A 0 <y < 1783},
Vis, at maengden
f(K) = {(u,v) e R* | 3(2,y) € K : (u,v) = f(z,y)}
er kompakt.

Lgsning. Da mangden K er kompakt, og da vektorfunktionen f :
R? — R? er kontinuert, er meengden f(K) kompakt.



Opgave 4. Vi betragter funktionen F : R*> — R, som er givet ved
forskriften
V(t,r,y) € R®: F(t,x,y) = t*z + 1,

I(z) :/01 (22 + (CZ) ) dt.

(1) Vis, at for ethvert t € R er funktionen F' = F(t,z,y) konveks som
funktion af (z,y) € R?.

og integralet

Lgsning. Vi bemaerker, at
oF
ox

sa funktionen F' har Hessematricen

v (00
F=(05):

Vi ser, at F” er positiv semidefinit, og dermed er F' en konveks funktion
af (x,y) € R%

OF
=12, ogat — = 2y,
dy

*

(2) Bestem den funktion z* = x*(¢), som minimerer integralet [(z), nar
betingelserne 2*(0) = 1 og x*(1) = 3 er opfyldt.

Lgsning. Idet Eulers differentialligning er

?;—d(g];) = * —2i =0,
far vi, at
PP ei- P iAer= iy At B,
2 6 24
hvor A, B € R.
Da x;(()) = 1, far vi, at B = 1, og af 2*(1) = 3 far vi dernast, at
A=t

24
Den sggte funktion er da

1 47
ot =x*(t) = ﬂt‘l +ot+ L

hvor ¢ € [0, 1].



